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Préface

Ce document présente la classification orthogonale des courbes et
surfaces du second degré, qui est un outil important et tres utilisé
dans plusieurs branches des mathématiques et de la physique.

"(Classifier” les courbes et surfaces du second degré nécessite
quelques connaissances théoriques et une habilité a exécuter et a
appliquer les algorithmes. Les objectifs du présent fascicule sont

de :

e présenter, sans rentrer en détail dans la théorie, les concepts
nécessaires a la compréhension du sujet (le lecteur peut se
referrer a la bibliographie recommandée pour des notions
théoriques complémentaires) ;

e proposer des algorithmes de classification orthogonale des
courbes et surfaces du second degré ;

e illustrer les algorithmes ¢tudiés par des exemples types ;

e proposer des exercices d’application.

Ce fascicule est destiné aux étudiants du premier et second cy-
cles des universités qui suivent un cours d’algebre linéaire ou
de géométrie analytique. Il est particulierement recommandé aux
étudiants des filieres "mathématique”, " physique” et aux é¢tudiants
des écoles d’'ingénieurs, et est fortement conseillé aux enseignants

de mathématique.

Je remercie tous ceux qui voudront bien me faire part de leurs
critiques et suggestions.

[AUTEUR
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1 Définitions et position du probleme
1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1. (Forme linéaire) Soit E un espace vec-
toriel de dimension finie n sur un corps commutatif K. Soit
B = (e1,...,e,) une base de E. Toute application linéaire I
définie de E vers K est appelée forme linéaire de E. Une
telle application | : E — K est telle qu'a tout vecteur o
de E de coordonnées (x1,...,x,) dans B, on associe le scalaire
(W) =121, .., m,) = D0 iz, a; € K. On note (a;); les
coordonnées de .

Les formes quadratiques peuvent étre définies de deux manieres
différentes.

Définition 1.2. (Forme quadratique) Une forme quadra-

tique q(xy,...,x,) sur R est un polynéme a n indéterminées
x1,...,T, de degré 2 de la forme
q(ry,...,x E a“az + 2 E Qi TiTj = g Qi Ti% 5,
1<i<yi<n 1,7=1

ou a;; = aji, 1 <1,j <n,etles coeflicients a;; sont non tous
nuls.

Définition 1.3. (Forme bilinéaire et forme quadra-
tique) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur
le corps commutatif R et de base B = (ef,...,e,). Une forme
bilinéaire symétrique  sur E est une application

p: ExE—R

telle que pour tout vecteur @', ¥, 2 de E et tout scalaire a de
R, les propriétés suivantes sont vérifiées :
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symétrie o(7,Y) = (Y, 7).

linéarité a gauche

—

() (@ +7Y,2)=0(7,2)+0(y,7),

(ii) pla™,Y)=ap(T,y).
Une forme bilinéaire symétrique sur £ est aussi une application
v Ex E — R qui est symétrique et linéaire a droite (c’est
adie (7, Y) = o(Y,7), (T, Y +7) = (T, Y) +
o(Z,7) et o(7,ay) = ap(x,y)). En effet toute applica-
tion ¢ : ' x FF — R symétrique et linéaire a gauche est linéaire

a droite.

La forme quadratique g associée a la forme bilinéaire symétrique
non nulle ¢ est 'application

g FE— R
définie par

— — —

g(v') = (v, V)
i.e. chaque vecteur v € E de coordonnées (x, ..., x,) est asso-
ci¢aunréel ¢(v) = qlay,...,x,) = (U, V) = D i je1 @i TiT
N — — .. ’

ou a;; = aj; = p(er, 6j)7 1<,5<n.

On pose A = (aj)f;—y la matrice de la forme bilinéaire
symétrique non nulle ¢ (ou de la forme quadratique asso-

ciée q ) par rapport a la base B, et on a :

\ H / . /
ot v’ désigne la transposée de v.
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Remarque 1.1. Il est souvent commode de noter un vecteur avec

une fleche au dessus et d’écrire les coordonnées d’un vecteur ver-
X1

ticalement, par exemple v = 5 . Cependant, les coor-
xn

données des vecteurs peuvent étre notés horizontalement. Dans

ce cas, dans les formules ou intervient le produit d'une matrice

par les coordonnées d’un vecteur, la matrice sera remplacée par sa

transposée et 'ordre d’écriture inversée pour que la multiplication

soit possible.

Propriété 1.1. La matrice d’une forme quadratique (forme
bilinéaire symétrique) est une matrice symétrique.

Définition 1.4. Soit E un R-espace vectoriel de dimension
finie n et de base B = (e1,...,e,).

e Toute forme bilinéaire symétrique ¢ définie positive (i.e. pour
tout vecteur non nul v, ¢(v, 0) > 0) est appelé produit
scalaire.

. . . —_— —_—
Le produit scalaire ”classique” de deux vecteurs u et v de
/ —_— — — — 4 :
E est noté (w, v') ouencore w - v et est défini par

n
— —
U"U:E LiYi
i=1

N — / .
ou u et v sont de coordonnées respectives (xy,...,x,) et
(y1, ..., yn) relativement a B.

e Deux vecteurs u et v de E sont dits orthogonaux par
rapport a un produit scalaire ¢ si leur produit scalaire est
nul, c’est a dire (', V') = 0. Par exemple, © et v sont
orthogonauz pour le produit scalaire classique si o - v = 0.



— ’ — ’ .
e La normed’un vecteur u de E est notée || || et est définie

par :
W] =/ (@, ).
On dit que le vecteur o est normé si || || = 1

e Un systeme de vecteurs est dit orthogonal, si tous les vecteurs
de ce systeme, pris 2 a 2 distinctement, sont orthogonaux. Un
systeme de vecteurs est dit orthonormé s'il est orthogonal et
tous les vecteurs sont normés.

e Une base est orthogonale (respectivement orthonormée)
si elle constitue un systeme orthogonal (respectivement or-
thonormé) de vecteurs. Le repere OB de l'espace affine &
associé a 'espace vectoriel de base orthonormée B est appelé
repere orthonormeé.

e Soit A une matrice carrée. Le polynome caractéristique de
A est p(A) = det(A — AI). C’est un polynome de degré n.
L’équation caractéristique de A est I’équation

p(A) =det(A—XI)=0 ou [ estla matrice unité.

Les solutions de I'équation caractéristique sont appelées va-
leurs propres de A. Les vecteurs non nuls v € E tels que
(A= X7 = 6 sont appelés vecteurs propres associés a
la valeur propre X\. L’ensemble de tous les vecteurs propres
associés a une valeur propre A est un sous-espace vectoriel.
On le note E)\ et on 'appelle sous-espace vectoriel propre
associé a la valeur propre \.

e Soit A une valeur propre d'une matrice A. La multiplicité
algébrique de A est son ordre en tant que racine de I'équation
caractéristique p(A) = 0. La multiplicité géométrique de A
est la dimension de F) .



e Une matrice carrée A est orthogonale si AA' = A'A =1
ie.si A7l = A" [On rappelle que A’ est la matrice trans-
posée de A et A™! est la matrice inverse de A]. Remarquons
que 'égalité A'A = I signifie que les colonnes de la matrice
A sont orthogonales, prises 2 a 2 distinctement.

o s, » — ., .
Propriété 1.2. Les vecteurs propres v; associés respective-
ment aux valeurs propres distinctes N; (i = 1,...,m) for-
ment un systeme libre.

Propriété 1.3 (Processus de Gramm-Schmidt). Soit (u;)F_,
un systeme libre de k wvecteurs. Alors, on peut former un
systéeme libre et orthogonal de k vecteurs (v; ) issu de (u; )

en posant :
— —
V1T = U
2 = U — 7= = U
(v1, v1)
V3 = Uz — _>_>’U—ﬁ’l}2,
(Ul,?}l) (U27v2)
En général
1—1
v =uy, U = Z vj pour 1=2,...,k.
jZl
Propriété 1.4. Soit X wune valeur propre de multiplicité
algébrique k et soit (u;, i =1,...,k) un systéme libre de k

vecteurs propres associés a . Alors, de ces k wvecteurs pro-

— \ - —
pres u; , on peut former un systeme libre et orthogonal (v;)
de k wvecteurs.

Remarque 1.2. L’espace vectoriel E peut éetre défini sur le corps
C des nombres complexes. Dans ce cas, les définitions ci-dessus
sont adaptables et les résultats restent valables.
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Définition 1.5. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n
et de base B = (e1,...,e,) sur R. Soit £ 'espace affine associé
a E. Une quadrique H de & est 'ensemble des points M de
coordonnées (x1,...,x,) qui vérifient 'équation

q(z1,. .. xn) + 2021, ..., 2n) +ag =0, (1)

ou q(xy,...,xz,) est une forme quadratique, I(xy,...,x,) est
une forme linéaire et ag est un reél.

q(ry,...,x,) et (xy,...,z,) sont respectivement la forme
quadratique et la forme linéaire associées a la quadrique H.
[’équation (1) est I'équation de la quadrique.

Les quadriques sont appelées coniques ou courbes du second
degré et cubiques ou surfaces du second degré respectivement
en dimension 2 et 3.

Une conique ou courbe du second degré a donc une équation de
la forme

a2 4 any’® + 2a1920y + 2012 + 2a9y +a = 0 (2)

donnée dans un repere orthonormé du plan affine et une surface
du second degré a une équation de la forme

apr’+ a22y2 + a33z2 +2a197y+ 201302+ 2a03yz+ 201+ 2a0y+2a3z+a = 0
(3)
donnée dans un repere orthonormé de I'espace affine de dimension

3.

En général, une quadrique ou hypersurface du second degré est
une équation de la forme (1) ci-dessus.

La donnée d’une quadrique suppose la donnée d’une forme quadra-
tique ¢ représentée par sa matrice A = (a;;), ,7 = 1,...,n,
d’une forme linéaire [ représentée par ses coordonnées (a;),

1 =1,...,n et d'une constante ay.
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1.2 Différents types de coniques et quadriques

Dans un plan affine doté d’un repere orthonormé les coniques
remarquables (ou classiques) et leurs équations sont :

Type Equation
1 | Ellipse %g %22 =
2 | Hyperbole =
3 | Parabole 22 =2py, p > 0
4 | Deux droites parralleles 2 =1
5 | Deux droites confondues 1’ =
6 | Origine ou deux droites imaginaires sécantes | x> + 3% =
7 | Deux droites sécantes 2> -y =0
8 | 0 ou ellipse imaginaire 2’ +y? = —1
9 | 0 ou deux droites imaginaires paralleles 22 =—1

Dans un espace affine de dimension 3 doté d’un repere orthonormé,
les cubiques remarquables et leurs équations sont :

Type Equation
1 | Ellipsoide L +5=1
2 | Ellipsoide imaginaire ou ) Z—j - %—z - ’Z—j = -1
3 | Hyperboloide a une nappe g—z + %—j — i—; =1
4 | Hyperboloide a deux nappes 2—; + ‘Z—z — i—; =—-1
5 | Cone D2
6 | Cone imaginaire % %’—2 + % =0
7 | Paraboloide elliptique % + %2 =2z, oup,q >0
8 | Paraboloide hyperbolique % — % =2z, oup,q >0
9 | Cylindre elliptique z—j +& =1
10 | Cylindre elliptique imaginaire ou () Z—j - 3;—; =—1
11 | Cylindre hyperbolique ﬁ—; — %—j =1
12 | Deux plans sécants g—; — ‘Z—j =0
13 | Deux plans imaginaires sécants ou () g—i + g—i =0
14 | Cylindre parabolique x? = 2py, oup >0
15 | Deux plans paralleles 2> =a® olla#0
16 | Deux plans imaginaires paralleles 2? = —a? ona#0
17 | Deux plans confondus 22 =0




Les schémas de ces courbes et surfaces sont insérés en annexe.

Remarque 1.3. L’¢éllipse imaginaire, les droites imaginaires, I’éllip-
soide imaginaire, le cylindre imaginaire, les plans imaginaires sont
des courbes et surfaces imaginaires. Si le corps de base de
I'espace vectoriel est R, alors les équations des courbes et sur-
faces imaginaires représentent 1’ensemble vide ou un point. Sur
le corps des nombres complexes C, ces équations décrivent des
courbes complexes imaginaires pures, i.e. un ensemble de points
d’affixes de parties réelles nulles.

1.3 Position du probleme

Soit ¢ = q(x1, ..., x,) une forme quadratique.
La forme canonique de la forme quadratique ¢ est une équation
de la forme

MXT + Ao XF+ -+ N X (4)
ou \; ER, ¢=1,...,n. On dit aussi que ¢ est exprimée sous

forme de somme des carrés.

Soit H une quadrique donnée dans un repere orthonormé (OB)
par 'équation (1).

La forme canonique de la quadrique H est ’équation simplifiée
de la forme

MXT+XXs+- - ANX2+ D=0 (5)
ou ; ER,2=1,...,net DeR.

Soit (1) I'équation d'une quadrique H donnée dans un repere
orthonormé (OB); le probleme de classification orthogonale con-
siste a trouver un nouveau repere orthonormé relativement auquel
I"équation (1) s’écrit sous la forme (5) et de déterminer la nature
de I'ensemble des points de I'espace vérifiant (1). Il s’agit donc de
déterminer le nouveau repere orthonormé (O'B’) et les formules
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de transformation (formules de changement de variables) corres-
pondantes qui permettent d’écrire I'équation de H sous forme
canonique, et de donner le type de courbe ou de surface que H
décrit.

2 Transformation des coordonnées : formules de
changement des variables

L’un des principaux objectifs de la géométrie analytique consiste
en : étant donnés deux systemes de coordonnées (2 reperes ou
2 bases) et connaissant les coordonnées d'un point M ou d'un
vecteur w dans I'un des systemes, il faut déterminer les coor-
données de ce méme point ou vecteur dans l'autre systeme. Ce
probléme est connu sous le nom de probleme de changement de
repere (base) ou changement de wvariables et s'opere par une
transformation de coordonnées.

Dans toute la suite, il est donné un espace affine associé a un es-
pace vectoriel. Les systemes de coordonnées utilisés sont supposés
orthogonaux.

2.1 Formule de changement de repeére

Soit E un espace vectoriel de dimension 3. Soit B = (e7, €3, €3)
une base orthonormée de E et soit B’ = (u7, u3, u3) une nouvelle
base orthonormée de E. Les vecteurs de la nouvelle base B’ ont
pour coordonnées relativement a l’ancienne base :

— — — —
up = ajpje; +as ey + asies,
— — — —
Uy = a12€] + agey + azgez,
H

— — —
Us — a13€q —|—CL23€2 —|—CL33€3.



Ainsi, la matrice de passage P de la base B a la base B’ est

ai;p aiz2 ais
P =1 ax axn as
asr az2 ass
Les colonnes de la matrice P sont les coordonnées des vecteurs

de la nouvelle base relativement a 1’ancienne base.

Comme |[uf|| = [[uz]] = [[us|| =1 et uy - up = uj - us =

= Uy - us = 0, alors la matrice P est orthogonale.

Soient R = (Oejeses) et R = (O'ujuzuz) les reperes or-
thonormés associés aux bases orthonormées B et B’ respective-
ment.

Soit un point M de coordonnées (x,y, z) et (x',y,2") dans les
reperes R et R’ respectivement. On a :

—
OM =00 +0'M

or - -
OM =xe] +yes +zes, O'M=2'ul +vy'us + 2u3
et
00" = xper + yoes + 20€;.
Donc

2'ui +y'us + 2'uz + xoer +yoes + zo€s
= a:’(ane_f + ages + a31€_3>)

+y’(a126_f + apes + a32€_3>)

+Z/(OL13€_1> + ages + a33€_3>)

+azoer +yoes + 203

/ / /
= (CLHQZ' + a1y + a132 —|—l’0)€1

— — —
rep +yes + zes

+(anz’ + agny’ + asz’ + yo
+(a3133’ + agzyl + CL33,Z/ + 20
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Comme tout vecteur se décompose d'une maniere unique relative-
ment a une base, on obtient :

/ / /

r = a11T + a2y + a132 + X
/ / /

Y = a2 + ax»y + a2z + Yo

/ / /
Z = a31T + asxy + a3z + 2o

qui s’écrit matriciellement

x ai;r a2 a3 x oy
y | = | axn ax ass v |+ w
<z 31 A3z Aass 4 <0
1.e.
(Mg =P -(M)rp + (O (6)

ou (N)s représente les coordonnées d'un point N dans le repere

S

La formule (6) donnent une relation entre les coordonnées du
point M dans les reperes R et R'. Elle permet donc, connaissant
les coordonnées de M dans I'un des reperes, de déterminer les
coordonnées de M dans 'autre repere.

La formule (6) est appelée formule de changement de repére ou
formule de transformation des coordonnées. Elle définit ainsi
une formule de changement de variables.

2.2 Formule de changement de base pour un vecteur

Soit E/ un espace vectoriel. Soient B et B’ deux bases de E.
Soit P la matrice de passage de B & B'. Soit ¥ un vecteur
de coordonnées (z,y,z) dans B et («',y,2") dans B'. Posons
(OB) et (OB') lesreperes R et R’ respectivement (ils ont méme
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—>

— —
origine Q). Supposons v = OM et ¥ = OM’ clest & dire
(V)g = (M)g et (V)g = (M)g, on (W)r représente les
coordonnées d'un vecteur W relativement & la base 7 et (N)s
représente les coordonnées d'un point N dans le repere §. Donc
M et M’ représentent Pextrémité du vecteur v dans les reperes
R et R’ respectivement. Ainsi, les formules de transformation (6)
ont alors la forme

/

X ail ai2 ais X
_ /

Yy = az1 22 423 Yy
/

Z asyp as2 ass <

- (M)z = P (M)

qui s’écrit

(V)g=P-(V)p (7)

puisque g = 4o = 29 = 0.

La formule (7) est appelée formule de changement de base pour
les vecteurs.

Notons que

(V)g=P-(V)g équivauta P - (0)g=(7)g .

2.3 Formule de changement de base pour une matrice

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie. Soit B une base de
E . Soit f un endomorphisme de E dont la matrice relativement
a B est notée A. Soit B’ une nouvelle base de E'. Soit P la ma-

trice de passage de B a B'. Soit A’ la matrice de f relativement
a la base B'.

12



A =P 'AP.

Ainsi,

A= PUAP ie. A=PAP-! (8)

La formule (8) est appelée formule de changement de base pour
les endomorphismes.

Soit /' un espace vectoriel de dimension finie. Soit B une base
de E. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique définie sur E et
soit ¢ sa forme quadratique. Soit A la matrice de ¢ (ou de q)
relativement a B. Pour tout vecteur u et v de E', on a :

p(UW, ) = (W)pA(T)p et q(W) = (W, W) = (W)pA(U)s5.

Soit B’ une nouvelle base de E et P la matrice de passage de B a

B'. Alors, comme pour tout vecteur v de E (7)g = P-(V)p,

(@ T) = (P (W) AP (T)s)
(@) = (P (D)) AP - (T)g)
- o(T,T) = ()s) PPAP - (T)s
et

13



D’ou, si A’ désigne la matrice de ¢ (ou de ¢) relativement a B’,
alors

A = PtAP (9)

La formule (9) est appelée formule de changement de base pour
les formes bilinéaires et les formes quadratiques.

Définition 2.1. Matrices semblables Soient A et B deux
matrices carrées de meéme ordre. On dit que A est semblable a
B et on note A ~ B 'l existe une matrice inversible P telle
que B = P7'AP. On dit aussi que les matrices A et B sont
conjuguées a 'aide de P. Une matrice A est diagonalisable si
elle est semblable a une matrice diagonale. Ceci signifie 'existence
d’une matrice de passage P telle que P~'AP soit diagonale.

Si la matrice A est semblable a une matrice diagonale par l'inter-
médiaire d'une matrice orthogonale P, on dit que A est ortho-
gonalement diagonalisable.

Propriété 2.1. Deux matrices semblables ont exactement les
memes valeurs propres.

En effet, puisque det(P) # 0, I'équation caractéristique de A
det(A — \I,,) =0
s’écrit aussi,

0 = det(P~V)det(A — \I,,)det(P) = det(P~'(A — \IL,)P)
= det(P'AP — AP 'I,P) = det(A' — \I,)

et les deux matrices A et A = P~'AP ont la méme équation
caractérisitique, et donc les memes valeurs propres.

14



Remarque 2.1. L'inverse de la propriété ci-dessus n’est pas tou-
jours vraie !

Propriété 2.2. La donnée de deux bases d’un espace vectoriel
implique la donnée d’une matrice de passage entre ces deux
bases : celle-ci définit des formules de changement de base ou
formules de changement de variables et inversement.

Deux matrices A et B sont dites équivalentes et on note A ~ B
si elles ont un meme rang.

3 Réduction canonique des surfaces du second degré

Nous étudions ici les méthodes de classification des surfaces du
second degré. D’une maniere générale, nous décrirons des algo-
rithmes de réduction des surfaces du second degré; ces algorithmes
restent applicables dans les cas des courbes et des hypersurfaces
du second degré.

3.1 Théoremes de réduction canonique des surfaces du second
degré

Théoreme 3.1. Toute forme quadratique peut étre réduite
sous forme canonique a l’arde d’une transformation orthogo-
nale homogene des coordonnées. Les coefficients de la forme
canonique sont les solutions de son équation caractéristique.

En effet, comme toute matrice symétrique est orthogonalement
diagonalisable, alors toute forme quadratique est orthogonalement
diagonalisable i.e. il existe une base orthonormeée relativement a
laquelle la matrice de la forme quadratique est diagonale. La dia-
gonale de cette matrice est constituée des valeurs propres qui sont
toutes réelles.
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En substituant dans ’équation de la surface les formules de
changement de variables qui ont permis de réduire la forme
quadratique associée, et en regroupant l'équation obtenue en
carrés parfaits, on obtient une des équations 1-5 suivantes :

Théoreme 3.2. Toute surface de second degré

apx’+ a22y2 + a3322 +2a1270y+ 201302+ 2003y2+ 201+ 2a0y+2a32+a = 0

donnée dans un repere orthonormé peut étre réduite, a ['aide
d’une transformation orthogonale des coordonnées, sous ['une
des formes canoniques sutvantes :

1 MX2+ Y24+ 3224 D =0, o \; #0,\y # 0, 3 #0;
2. MX2+ Y2 42457 =0, ou M\ # 0, s # 0, a5 # 0;
3 MX?PHNY?2+ D=0, ou A\ #0, )\ #0;
4. MX?+2aY =0, ot A\ #0,al # 0;
5 MX?2+ D=0, ou) #0.
Théoreme 3.3. Toute conique ou surface de second degré

donnée dans un repere orthonormé représente ['une des cour-
bes ou surfaces décrites a la section 1.2.

3.2 Meéthodes de réduction canonique des surfaces du second
degré

Elaborons maintenant les techniques de réduction orthogonale
d’une surface de second degré, donnée dans un repere orthonormé.
La procédure décrite ici peut etre utilisée pour réduire les courbes
du second degré (coniques), et les hypersurfaces en général.

Ainsi, considérons la surface donnée par I'équation (3) suivante
dans un repere orthonormeé :

aj +a22y2 +a33z2 +2a197y 420130242003y 2+ 201+ 200y +2a32+a = 0.
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Elle peut étre écrite sous la forme matricielle

VAV +2lv+a =0

ou
X ailz ai2 a3
U = Y ) A — 21 A22 a23 ) aij — afji 1] = 17 2737
z as; az2 Aass
aj
[ = as
as

A est la matrice de la forme quadratique et [ désigne les coor-
données de la forme linéaire associées.

Relativement & une nouvelle base B’ donnée par une matrice de
passage P, et en appliquant les formules de transformation

v="Pu,ouv = | v (10)

I’équation devient :
(W) AY + 200 +a=0, ou l=Pl A'=PAP (11)

et la constante a ne change pas. L’équation (11) ne contient plus
les termes comportant les produits des variables.

Ainsi, 'étape la plus importante consiste en I’annulation dans
'équation (3) des termes comportant les produits des variables.
Cette opération ne concerne que la partie quadratique de la sur-
face et correspond a un changement de base. Elle permet de trou-
ver une base orthogonale par rapport a laquelle la matrice A a
la forme diagonale, donc de réduire la forme quadratique. C’est
la premiere étape de réduction de la quadrique.
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3.2.1 Réduction de la forme quadratique associée

Nous examinons ici 4 méthodes :

1. Algorithme de réduction par diagonalisation de la
matrice

Cette méthode permet de diagonaliser orthogonalement la ma-
trice A de la forme quadratique. Les coefficients A; de (4) sont
les valeurs propres de A.

Etape 1 : Déterminer la matrice A de la forme quadratique et
les solutions de I'équation caractéristique det(A — AI) = 0;

Etape 2 : 2 cas :

- Si toutes ces racines sont distinctes, alors pour chaque A,
trouver une solution du systeme d’équations
(A — A )v = 0g, puis normer le vecteur obtenu.

- Si il existe une racine double, alors trouver une solution
fondamentale du systeme d’équations (A — Al)v = Op.
Utiliser le processus de Gramm-Schmidt pour extraire un
systeme orthogonal.

Etape 3 : construire la nouvelle base B’ constituée de tous les
vecteurs normés obtenus a 'étape 2. Ecrire la matrice de
passage P de I'ancienne base a la nouvelle base.

Remarquer que relativement a cette nouvelle base, la matrice
A’ de la forme quadratique est diagonale, et sa diagonale est
constituée des valeurs propres, prises avec leur multiplicité et
dans le méme ordre d’écriture correspondant a celle de P;
par conséquent, la forme quadratique a la forme -

Mz 4+ Xoy? + N32".
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Exemple 3.1. On donne la forme quadratique sutvante
q = 220179 + 20113 — 22104 — 200x3 + 2T0x4 + 2737 4.

Déterminer la forme canonique el la base orthogonale rela-
tivement a laquelle elle s’écrit comme somme de carrés.

Solution : L'équation caractéristique de ¢ est :

- 1 1 -1
S N I ;
det(A— M) = L1 1 =(A—=1)’(A+3).
-1 1 1 =X
Donc det(A— M) =0 <= (A—=1)*>(A+3) =0. Donc A = 1 est
valeur propre de multiplicité algébrique 3 et A = —3 est valeur

propre de multiplicité algébrique 1. Déterminons les vecteurs pro-

pres associés :
Pour A =1,

-1 1 1 -1
I -1 -1 1
I -1 -1 1
-1 1 1 -1

(A-AX)=A-1I= ~(-111-1)

et on obtient les vecteurs
6_1> — (17 17070)7 6_2> — (1707 170)7 6_3> — (_170707 1)

— — —
Comme les vecteurs ej, es, e3 ne sont pas orthogonaux, ap-
pliquons le processus de Gramm-Schmidt pour en extraire un
systeme orthogonal.

/U_1> = 6—1>:<1717070)7

— — (6_2>7U_1>)—> 1 1

Uy = €9 U_l),?}_f (e (57 27170)7

V3 = €3 — == U — — U2 = (__7_7_71)7
U1, U1 Vg, U2 33 3



Pour )\ = -3,

M. 100 1
(A-A)=A+3r=| = " 0 [~[010 1
L s 001 1

et on obtient le vecteur ey = (1, —1,—1,1).
Ces vecteurs, normes forment la base orthonormale B’ constituée

— —
des vecteurs f1 fa, f3, f4 de coordonnnées respectives

! 1(1 1,2,0) !
\/§ \/67 777\/@

relativement a laquelle la forme quadratique a pour matrice

1
(1,1,0,0), (—1,1,1,3), 5(1,—1,—1,1)

100 0
010 O
001 O
000 —3
Les formules de transformation ou de changement de variables
sont :
( I U S \
o || v Ty ovm o2 || X
T3 0 = = -3 X3
Ty K 0 0 % ) ) X4

et I’équation de la forme quadratique relativement a la nouvelle
base est
Xi4+ X3+ X2 —3X2

Exemple 3.2. On donne la forme quadratique suivante

q = 4w + 41203 + 412y + daoxy + daoxy + 43Ty + Sxi.
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Déterminer la forme canonique et la base orthogonale rela-
tivement a laquelle elle est diagonale i.e. elle s’écrit comme
somme de carrés.

Solution : L’équation caractéristique de ¢ a pour solutions -2,
7 et 0 de multiplicité algébrique respective 2, 1 et 1.
Pour A\ = -2,

1111
(A—)J)_A+2]~<O - 1)

et on obtient les vecteurs
el =(—1,1,0,0), e5 = (—1,0,1,0).

Pour )\ = 7, une solution fondamentale du systeme d’équations
(A—X)=A—TI est e3 =(2,2,2,3).

Pour )\ = 0, une solution fondamentale du systeme d’équations
(A—X)=Aest e =(1,1,1,-2).

Comme les vecteurs €7, es ne sont pas orthogonaux, appliquons
le processus de Gramm-Schmidt pour en extraire un systeéme or-

thogonal.
v = €1 = (_171707 )7
— —
— — (627U1)—> L1
— & — = (==, —=,1,0
U2 62 U—f’v—l) vl ( 27 27 Y )7

En normant ces vecteurs, on obtient la base orthonormale cons-
tituée des vecteurs

= (211,000, Fo = —(—1,-1,2,0)
1 5 y Ly Uy Uy J2 \/6 ’ s 4y Yy

3 =——=(2,2,2,3), fr = —=(1,1,1,-2)
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relativement a laquelle la forme quadratique a pour matrice

-2 0 00
0 =200
0 0 70
0 0 00
Les formules de transformation ou de changement de variables
sont donc :
| _| v@ Ty vE Vi X2
73 A .l IO\
T4 K 0 0 % —% ) Xy

et I’équation de la forme quadratique relativement a la nouvelle
base est
—2X7 —2XZ+7X2

2. Algorithme de Lagrange

Le but de la méthode de Lagrange consiste en ce que : en séparant
les carrés, on obtient une équation dont le nombre d’inconnues est
inférieur au nombre initial.

Soit (1) une surface donnée dans un repere orthonormé. Soit
n
q= E Qi TilY; Ou Aij = Qji,
ij=1

la forme quadratique extraite de (1).
CAS 1 : supposons que I'un au moins des coefficients a;;
des carrés soit non nul ; par exemple, supposons que aj; # 0;
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regroupons tous les termes contenant x; et écrivons cette expres-
sion comme carré¢ parfait. On a :
ai2

a
q = an(z? 420 (— 2z + - + ﬂ:Cn)) + q1(za, ..., 1)
ai ai

a a

9 12 1n

= a4l ($1 + 21’1 <—CU2 + -4 —In)
ai ai

a1 a1y
ou
a a 2
12 In
%(SEQ, ... ,.fl;'n) = ql(.f[/'Q, .. ,an) — al (—Qj2 + e+ _ajn>
a11 ai
Posons . .
12 1n
N=T1+ —Ta+ -+ —Xy
11 al
Ainsi,

q — anyf + (]2($2, ce ,xn)
ou @o(Tay ..., x,) = 22.7:2 a;;x;y; est une forme quadratique a
n — 1 inconnues et ne comportant plus ;.
CAS 2 : supposons que tous les coefficients a;; des carrés sont
tous nuls et supposons par exemple que a9 # 0; en effectuant le

changement de variables

{ 1= Y1+ Y
L2 = Y1 — Y2
on obtient :
q = 20197129 + -+ = 2a12y% — 2a19y5 + - - .
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A partir de cette nouvelle forme, on peut procéder comme au cas
1.

Exemple 3.3. Réduire la forme quadratique suivante sous
forme canonique q = 2x124 + 62913,

Solution : Utilisons la méthode de Lagrange.
Comme tous les coefficients des termes au carré sont nuls et ayy
et as3 non nuls, effectuons le changement de variables :

T1 =Y+ Y4, To=Y2 T Y3, T3 =Y2 — Y3, T4 = Y1 — Y4

qui s’écrit matriciellement

1 10 0 1 Y1
o | 101 1 0 Y2
zs | [ 01 =1 0 Y3
Ty 10 0 -1 Y4
Posons
10 0 1
, 101 1 0
"= 01 -1 0
10 0 -1
On obtient

q = 2(y1 +ya) (1 — ya) + 6(y2 + y3)(y2 — y3)
= 2yi + 6ys — 6y3 — 2y7.

Effectuons un autre changement de variables :

X1 = V2y1, Xo = V6, X3 =V6ys, X4 = V2,
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qui peut s’écrire

1
Y1 (WOOO\ X
o I Y X,
Y3 00%(1) X3
Y4 \0003) X4
Posons
1
/W?OO\
— 0 % 0 0
00%0
61
\oooE

et on obtient
¢=X?+ X7 — X2 - X2

Ainsi la matrice de passage qui est orthogonale

1 1
T

0 —= —== 0

T=TT"=1| . 2 o2 )
1 v2 : 1
\7 0 0 -5

d’oll

I Y1 X1
X2 _ 7 Y2 _ I Xo
x3 Y3 X3
T4 Y4 X4

3. Méthode de Jacobi

L’algoritme de Lagrange est souvent difficile a appliquer, surtout
si le nombre d’inconnues est tres élevé. 1l est recommandé dans
ce cas d’utiliser la méthode de Jacobi.
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Supposons que la forme quadratique extraite de I’équation de la
quadrique (1) soit donnée par sa matrice :

aip aiz -+ Qaip
e
A1p A9p *++ Qpp

Calculons tous les déterminants successifs :

ail a2 ais

a1 a2
, Az =] a2 ax a3 7-'-7An:’A‘-

Al = ai1, AQ =

a12 a2
a3 G23 433

La méthode de Jacobi s’applique lorsque
A; #0, pourtout i =1,...,n.

Si cette condition est vérifiée, la forme quadratique peut etre
réduite sous I'une des formes suivantes :

1 2 A1 2 An—l 2
= —\)yit+-—y,+-+ , Ou encore
q A1y1 A2y2 A, Yn
A A
2 2 2 n 9
qg = Ay +—2 4+ 2.
1 Al 2 An—l n
Du premier type, on pose le changement de variables
(1 = Az,
_ D
Y2 = %122,
_ &3
< y3 T AQ'Z?”
( Yn = AAn:Z”'

Exemple 3.4. Réduire la forme quadratique suivante sous
forme canonique

q = 2,%% + -+ 2:57% — 2T1T9 — 2X9x3 — - -+ — 2X5_1X),.
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Solution : Utilisons la méthode de Jacobi. La matrice de cette
forme quadratique est

(2 10 ... 0 0)
-1 2 =1 ... 0 0
e
o 0 0 ... 2 -1
\ 0 0 0 .1 2 )
Calculons les déterminants :
5 1 2 =1 0
A1—2,A2—|_1 5 |—3,A3— -1 2 —-1|=4.
0 —1 2
Montrons par recurrence que Ap = k+1 pour tout k =1,...,n.
En effet,

Base de recurence : pour £ =1,onabien Ay =1+1=2.

Supposons que A,, = m + 1 pour tout m < k et mon-
trons que Ap = k+1. Pour cela calculons A en le décomposant
par rapport a la lere ligne:

2 -1 0 ... 0 0
-1 2 -1 ... 0 O
o -1 2 ... 0 0
Ak o : : : .. : : - 2Ak_1 B Ak_2'
o o0 0 ... 2 -1
o o 0 ... -1 2

Puisque £ — 1, K — 2 < k on peut appliquer I'hypothese de
recurrence. Ainsi on a :

Ap =201 —Dp o=2(-14+1)—(k—2+1) =k +1;
ce qu’il fallait démontrer.
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Ainsi tous les A #£ 0, et on peut appliquer la méthode de Jacobi.

La forme quadratique a donc la forme
Ly 2, no 9

—yi 4+ —ys + -+ )
291 392 n+1y"

Le changement de variables

[ 1
Xi: . 7, ':1,2,...,
z+1y ‘ "

permet d’écrire la forme quadratique sous la forme

Xi+ X5+ + X2

Remarque 3.1. En général, les méthodes de Lagrange et de Jacobi

s’appliquent lorsque le nombre d’inconnues est supérieur ou égal
a 4.

4. Méthode de Gauss

La méthode de Gauss nécessite des connaissances sur la notion
de "dualité et orthogonalité”, dispensées dans le cours d’algebre
linéaire 2 des spécialités mathématiques ou physique. Elle con-
siste a décomposer les formes quadratiques en sommes de carrés
linéairement indépendants, c’est a dire qu’elle fournit une
méthode de construction d'une base orthogonale relative-
ment a ¢ et par rapport a laquelle la forme quadratique est une
somme de carrés.

Soit (1) une surface donnée dans un repere orthonormé. Soit

n

¢=) gzl +2 Y a;zy;

i=1 1<i<j<n

la forme quadratique extraite de (1).
CAS 1 : Si 'un au moins des coefficients a;; des carrés est
non nul ; par exemple, supposons aj; # 0. On considere donc
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que la forme quadratique ¢ est un polynome de second degré en

x1. Posons
1
[, = 5 Qy)> 4y, désigne la dérivée partielle de q par rapport a ;.

[1 est une forme linéaire et on a :
¢=oan L]+
ou ¢; est une nouvelle forme quadratique qui ne dépend pas de
la variable 7.
CAS 2 : supposons que tous les coefficients a;; des carrés sont
tous nuls et supposons par exemple que a9 # 0. Posons
1, 1

/
l1=§q$2, l2:§qx1

/1: [1+ 5
b= L,

q¢=2ap Ll +aq =1~ B +a

puis

On obtient :

ou Iy, ly, If, 1, sont des formes linéaires; et ¢; est une nouvelle
forme quadratique qui ne dépend pas des variables x1 et 5.
Procéder de la méme facon sur la nouvelle forme quadratique ¢; .

Remarque 3.2. La méthode de Gauss est une amélioration de
l'algorithme de Lagrange. Elle est souvent appelée méthode de
Lagrange-Gauss.

Exemple 3.5. Réduire la forme quadratique
q =]+ 15+ 25 — 4129 + T 173 + T2T3)

sous forme canonique par la méthode de Gauss. Trouver une
base orthogonale relativement a q et écrire la matrice de ¢
sur cette base.
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Solution : Comme ¢ comporte des termes carrés, alors

1
[, = 5 qlxl =T — 2(332 + 333).
Ainsi
G =q—1= —390% — 3$§ — 12x923.

Alors ¢; est une forme quadratique indépendante de x1 et com-
porte des termes carrés. D’ou

[y = % G, = —3xy — 6x3
et |
2= q1 + 5[12]2 = 13
Finalement,
g =[] = S + P

ou les formes linéaires [y, [y, [3 ont pour coordonnées respectives
(1,—-2,-2), (0,—3,—6), (0,0,3)

dans la base duale de la base canonique. Elles sont linéairement
indépendantes et forment une base de 'espace dual E* de E.

Soit (e}, €5, e5) la base biduale de (Iy,1s,13). Alors (€], €, €})

est une base orthogonale relativement a ¢. Soient (zf,xl, xd),

respectivement (%, x3,x3), (x%, 23, 23), les coordonnées de €],

respectivement e5, 4. Alors on a

| | \ 1, sii=j
li(e;):&jpourlgzé?)etlgj<3, 01152-3‘—{07 sii#j
donc
x%—Zm%—Qaﬁé =1
—3:13%—6:1::1)) =0
3:1:}), =0
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(2% — 225 — 225 =0
¢ —3x5—625 =1
L 373 =0
(2 — 223 — 223 =0
{ —33:‘;’ — 6x§ =0
L 373 =1
qui donne €} = (1,0,0), e} = (—%,—%70)7 ey = (_%7_%7%)-

Les formules de transformation ou de changement de variables
sont donc

T 1 —% —% X
I = O —% —% Y
T3 0 0 3 Z
et la matrice de ¢ relativement a cette base (e, €5, e5) est
1 0 0
0 —3 0
0 0 1

le.
1
q:X2—§Y2+Z2.
Exemple 3.6. Réduire la forme quadratique suivante sous

forme canonique
q= E il j

1<i<j<4
par la méthode de Gauss. Trouver une base orthogonale rela-
tivement a q et écrire la matrice de q sur cette base.

Solution : Comme ¢ ne renferme aucun terme carré et a9 =
alors on pose

)

DO [

q = 4lls + q = [L]P[I5)° + qu,
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ou

[y % Ay = %(561 + x3 + 14)
[y = % qlx1 = %(332+2U3+$4)
,1 = l1+l2—%(£€1—|—3§2)+$3+$4
/2 ll — lg = %(ml — xg)
donc
@ =q— L)+ [ = =25 — 2] — 2324

La forme quadratique ¢; ne dépend pas des variables x1 et a9
et renferme de termes carrés. D’ou

I r, 1
375 Doy = 37 5564
et on obtient
— [I5]* = —§x2
42 = q1 3] = IR
On pose donc
l4 = X4
et on a 5
g =[] =[5 — [1s]* — 1[14}2-

Les formes linéaires 17, 15, I3, I4 ont pour coordonnées respec-

tives (3,2,1,1), (3,-2,0,0), (0,0,—1,—1), (0,0,0,1); elles

sont linéairement indépendantes et forment une base du dual

E* deTespace E. La base (€], €}, €5, €)) biduale de (17,15, 13,14)

est une base orthogonale pour ¢. Soient (a1, 3,23, x1), respec-

2 .2 .2 3,3 .3 4 4
tivement ($1,$2,£U3, xy), (xl,xz,a}S,a@l) et (xl,x2,x3,x4) les
coordonnées de €], respectivement €5, e5 et €. Alors on a

li(e;): pour 1l <i<detl1 <j<4

qui donne 4 systemes de 4 équations a 4 inconnues. Les solutions
sont €] = (1,1,0,0), e, =(1,-1,0,0), e5 = (1,1,—1,0) et
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ey = (—3,—3,—3,1) et on a les formules de transformation ou

de changement de variables

) 11 1 -1 ]
x| [ 1 -1 1 -1 }
€T3 N 0 0 -1 —% l3
Ty 0 0 0 1 l4

et la matrice de ¢ relativement a cette base (e, €5, €5, €)) est

1 0 0 0
0 -1 0 0
00 -1 0
00 0 =3

3.2.2 Transformation de la partie linéaire

Supposons que la partie quadratique de 'équation (1) de la
quadrique soit déja réduite. Alors les termes comportant les pro-
duits des variables ont été éliminés par 'une des techniques (3.2.1)
ci-dessus ; la formule de changement de variables a permi d’obtenir
'équation (4) dans la nouvelle base. Reste donc a reéerire les
coordonnées de la partie linéaire dans cette nouvelle base.

Pour cela, on détermine les nouveaux coeflicients linéaires par la
formule

' = P'l.

On peut aussi utiliser la formule " = [P, si les coordonnées
des vecteurs sont notées horizontalement.
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3.3 Algorithme de réduction orthogonale des surfaces du se-
cond degré

Récapitulons maintenant les méthodes de classification orthogo-
nale d’'une courbe ou surface du second degré par 'algorithme
dont les étapes sont les suivantes :

Etape 1 : Déterminer la matrice A de la forme quadratique
associée et la réduire en somme des carrés, en utilisant 'une
des méthodes exposées ci-dessus en (3.2.1).

Etape 2 : Construire la nouvelle base B’. Ecrire la matrice de
passage P de l'ancienne base a la nouvelle base, et les for-
mules de changement des variables correspondantes.

La forme quadratique a la forme :

/\133/2 + /\lez + /\32/2.

Etape 3 : Déterminer les nouveaux coeflicients linéaires par la
formule

I!=Ploul =IP.
Etape 4 : Ecrire la nouvelle équation obtenue. Elle a la forme
M 4+ Aay? + X32” + 2a)2" + 2aly’ + 2a57 +a =0 (12)
Etape 5 : Opérer une translation des axes en regroupant les

termes sous forme de carrés parfaits pour trouver les coor-
données du nouvel origine.

Etape 6 : Ecrire les formules de transformation et déterminer
la nature de la surface.
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4 Exemples d’application

4.1 Exemples

Exemple 4.1. Une surface est donnée dans un repere or-
thonormé de [’espace de dimension 3 par [’équation

2a° 4+ 9y? + 22% — day + dyz + 20 + 4y + 62 — 1 = 0.

Déterminer [’équation réduite, la nature ou type de cette sur-
face et les formules de transformation correspondantes.

Solution : La forme quadratique correspondante a cette quadrique
est
2x° 4 9y + 22° — day + dyz.

La matrice A de cette forme quadratique est :

2 =20
A=\ -2 9 2
0 2 2

Déterminons 1’équation caractéristique et ses solutions.
2—A =2 0
det(A—X)=| =2 9—X 2
0 2 2—=A
— A 2 -2 2
(2= >‘ 2—)\‘_<_2)‘0 2—>\‘
= 2=MO=MN2=2) -4 +2((=2)2-A))
(2 — A)(A* — 11X + 10)
= A=1)(2—=X)(A—10)

1\3
>/

Ainsi, les valeurs A\ = 1, Ay = 2 et A3 = 10 sont solutions de
I’équation caractéristique.

Déterminons maintenant les solutions fondamentales du systeme
H
d’équations (A — X)w = 0 .
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Pour )\ =1 :la matrice (A — A1) échelonnée donne

2—1 =2 0
(A-MI) = (A-D=| —2 9-1 2
0 2 2—-1

1 =20 1 =20

= —2 8 2|1 ~10 4 2

0 2 1 0 2 1

1 =20
0 2 1)

. — , « /N
Si uy de coordonnées (x,y,z) est vecteur propre associé a la
valeur propre Ap, alors, on a :

1 —2 0 v
0 2 1 Y

z
qui donne x = 2y, z = —2y. Une solution fondamentale est
(2,1, —2), qui, normé, devient u; = (%, %, _72)

Pour )y =2 : échelonner la matrice (A — A\oI) donne

2—2 =2 0
(A—XI) = (A—2D)=| —2 9-2 2
0 2 2-=2

g <_272> <_272)

1

0 0 20 0 0
202 1 0 —1
01 0 /°

Si w5 de coordonnées (w7, 2) est vecteur propre associé a A,

0 —2
:—27
2
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alors, on a :

10 —1 .
01 0 Y

2z
qui donne x = z,y = 0. Un vecteur solution est le vecteur
(1,0,1), qui normé devient uy = (%, 0, %)

Pour A3 =10 : échelonner la matrice (A — A3l) donne
2—10 =2 0
(A=X) = (A—100)=| -2 9-10 2
0 2 2-10
-8 =2 0 5 1 9
I N(o 2 —8)
0 2 =8
-2 -1 2 —2 0 =2
N(o 1 —4>N<0 1-4)
10 1
- (o 1 —4)'

. —> , VRN
Si w3 de coordonnées (x,y, z) est vecteur propre associé a Ag,

alors, on a :
10 1 o
01 —4 Y
ya

qui donne x = —z,y = 4z; (—1,4,1) est une solution fonda-
41

, . — _
mentale ; ce vecteur, normé devient uz = ( 3\/15, 2
Nous obtenons ainsi une nouvelle base orthonormée

B = (u1, u, u3) et la matrice de passage est

2 1 1
3ovV2 32
2 1 1
3 V2 3V2
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D’ou de la formule (7) de changement de base on a :

2 L1 /
v =13 Y 35 y (13)
2 1 1 /
et
10 0
PAP=102 0
00 10
Déterminons la forme de la partie linéaire dans le repere (OB').
2 11
3V2 o 3V2
'=1P=(123) 5 0 35
2 1 1
3 V2 3V2
2v2 3 —1

3
1
= —(123)| v2 0 4
3V2 92 3 1

1
= ﬁ(_Qﬂ 12 10)

_ 2 5v2
NG
On obtient donc la nouvelle équation dans le repere (OB'):

104/2
3

4
2% 4+ 2y 4+ 1022 — gsz:' + 42y + Z—1=0.

Enfin effectuons la translation des axes en regroupant les termes
sous formes de carrés parfaits :

2 4

V2 1 4 10
10([2*+2 =/ +—]|—-—4———1=
—l—O(z + 62—1—18 9 3 0
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l.e.

(x'—g)2+2(y/+\/§)2—|—10 (z’+\/§>260.

3 §
Posons
2 2
Qj’” _ xl . 57 yaa _ y/+ \/57 Z” _ Zl‘l_ % (14>
et nous obtenons 'équation canonique de la surface :
72 7”2 72
7 2 7 2 7 2 L Y Z
x4+ 2y"" + 102”77 = 6 ou encore + + = 1.
v ! 6 ' 3 ' 3/5

De I'équation (14), on a :

/ ” / 7
T =2 +=,yY=y —V2 2z =2 ——
3 Y =Y 6
c’est a dire
/ ) 2
X T 3
y/ — yn + _\/i
/ 7 \/§
. —%
Portant cette équation dans 'équation (13) ie. M = PM', on
a
2 1 1 /
€T 3 V2 3v/2 x
_ L0 A /
Y - 3 3v2 Y
2 1 1 /
: T3 V3 A :
2 1 1 y 2
? V2 ?i\/ﬁ ff
— = 0 == ” + |1 —v2
3
_2 1 f & V2
3 V2 32 6
2 1 1 ) 1
? V2 iﬁ x 3
= 3 0 30 y” + 0
I I 2 3
3 V2 32 2
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Ainsi dans le nouveau repere (O'B') ou O est de coordonnées

— — — / -
(—%, 0, —%) et les vecteurs wui,us, u3 de coordonnées ci-dessus

relativement au repere initial (OB) = (Oejeses), la surface a

pour équation

ZC”2 y772 Z772
=1
6 3 T35

qui est une ellipsoide.

Exemple 4.2. Une surface est donnée dans [’espace de di-
mension 8 muni d’un repére orthonormé (Oejeses) par
[’équation

2x° 4+ 2y° + 22° — 2xy + 22z + 2yz — 6 — 6y — 122 + 15 = 0.

Déterminer [’équation canonique, les formules de transfor-
mation qui permettent de [’écrire sous forme canonique et la
nature de cette surface.

Solution : L’équation de la surface peut etre exprimée matriciel-
lement sous la forme :

2 —11 x x
(myz) -1 2 1 Yy +2(—3 —3 —6) Y
1 1 2 2z z
+ 15=0
On pose donc
2 —11
A= —1 2 1 | lamatrice de la forme quadratique associée et
1 1 2

[ = ( -3 —3 —6 ) la forme linéaire associée.
Déterminons 1’équation caractéristique et ses solutions.
2—X\ —1 1
det(A—X)=| —1 2—X 1 |=-X)—-3>~
1 I 2—A
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Ainsi, les solutions de I'équation caractéristique sont Ay = Ay = 3
et )\3 =0.
Pour )\; =0, la matrice (A — A3) échelonnée donne :

2 —11 0 —3 —3
(A=) = (A—0)=| -1 2 1 |~|0 3 3
1 1 2 1 1 2
1 1 2 Do
~ 1011 ~<011).
0 —3 3

Si un vecteur u; de coordonnées (x,y, z) est solution, on a :
101\ ("

011)\"Y

z

qui donne x = —z, y = —z. Une solution fondamentale est
(1,1, —1); ce vecteur normé devient u; = (%, %, —%)
Pour )\, = \3 =3, la matrice (A — A\21) échelonnée donne

-1 -1 1 00 0
(A-XD)=A-3)=[-1-11 |~[00 0
11 -1 11 -1

~(11-1)

Une solution est le vecteur (1,0,1), qui, apres étre normé, est
I — 1 1
désigné par uy = (W,O, E)
.. N — . .
Enfin choisissons comme troisieme vecteur ugz , le produit vectoriel
normé des deux premiers vecteurs non normés. Ainsi,

(01 11 10)_(_121)7

I -1 I -1 11
1 2 1

qui, apres étre normé, devient ug = ( ——=, =, =) .
’ ’ 67 v6 V6

) )

41



Nous obtenons ainsi une nouvelle base orthonormée
— — — -
B' = (ui, uz, u3) et la matrice de passage est

41 1

2 6 \{E

P=1Y % =

A 1

V2 V6 V3

D’ott la formule (7) de changement de base donne

411 /
L V2 V6 VB z
— 0 =2 L /
’ R R
: vive v/ \o

000
PAP=| 030
003
€

Déterminons la partie linéaire dans le repere (OB').

T
(=3 =3 =6)[ vy | =
zZ
11 L
V2 26\{§
Rl W
V2 V6 VB

2 )Jg NV
_ 2 (112 0 2 2

On obtient donc la nouvelle équation dans le repere (OB'):

322 + 3y"? — 9v22' — 3v6y' + 15 = 0
qui donne apres simplification par 3 :
x4 — 32z — \/6:9/' +5=0.
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Enfin, effectuons la translation des axes :

3 §
( —2. T\[x +2>+<y’2—2-§y’+

- 8

ou encore

Posons

et nous obtenons I'équation canonique de la surface :

xn? +y772 —1

qui est I'équation d’'un cylindre elliptique.

ok,

Déterminons les formules de changemant de variables.

S e /
L V2 V6 V3 L
— 0o =2 L /
Y /6 3 Yy
2 I e 2!
V2 V6 V3
N e
V2 V6 VB
_ 0 =2 L
V6 VB
I e
V2 V6 V3
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1 1 1 ” 4 1 1 3v2
o R A A R R A s

11 1 ” 11 1 0

V2 VB3 V2 V63

T 1 1 N

N CIC R N !
_OLL 77_|_1
- VG 4

11 1 o 9

V2 VB3

Ainsi dans le nouveau repere (O'B') ou O est de coordonnées
(1,1,2) et les vecteurs uj, us, u3 de coordonnées ci-dessus rela-
tivement au repere initial (OB) = (Oejese3), la surface a pour
équation

xa;? + y772 —1
qui est un cylindre elliptique.

Exemple 4.3. Une surface est donnée dans un repere or-
thonormé (Oejese3) par I'équation

9y* + 162% 4+ 24yz + 5z + 10y + 5z + 11 = 0.

Déterminer [’équation canonique, les formules de transforma-
tion qui permettent de [’écrire sous forme canonique et le type
de surface qu’elle décrit.

Solution : Exprimons matriciellement ’équation de la surface :

00 0 x x
(zyz)[09 12 y |+(5105)[y |+11=0.
0 12 16 z z

Déterminons I'équation caractéristique et ses solutions fondamen-
tales.

det(A—X)=] 0 9—X 12 |=-X(\—25).



Les valeurs Ay = 25 et Ay = A3 = 0 sont solutions de I'équation
caractéristique.
Pour )\ = 25, la matrice (A — A{I) échelonnée donne

25 0 0 Lo o
(A-— M =A-25)=| 0 —16 12 Au(()4 _3).
0 12 —9

quidonne x =0, y = %z. Une solution fondamentale est (0, 3,4).
Ce vecteur normée devient u; = (0

Pour )\2:)\3201

7575)

00 0
(A=XI)=(A-0)=[0 9 12 | ~(034).
0 12 16

< - — ’
En choisissant le vecteur ug de coordonnées (x, ¥, z) comme so-

lution, on a y = —%z, un espace vectoriel de dimension 2. On

peut ﬁxer x=0,z=3¢et puis z =1,y = 0 et on obtient les
vecteurs us = (0,—4,3) et u3 = (1,0,0), qui, normés, devien-

nent : us = (0, —%,2) et uz = (1,0,0).

5

On a donc
X 0 0 1 x
y | = %—%0 y' (17)
3 /
et
25 0 0
PAP=| 0 00 |.
0 00

Dans le nouveau repere (OB'), la surface a donc pour équation :

)

25
(«/ y 2)| 0O
0

o O O
o O O



0 0 1 x
+(5105) 220 y | +11=0
VAT

i.e. 252”2 4+ 102" — 5y’ + 52’ 4+ 11 = 0. Effectuons la translation.
252" + 102’ — 5y’ + 52 + 11
= 25 (2" + 1%’) — 5y 452"+ 11
= 25 (¢ + 1) =5y + 52 + 10
= 25(2' +1)° = 5(y — 2) + 52"

Posons
ZL'” — CE/ + g)yn — y/ o 27277 — Z/,
1.c.
/ b3 1 / b / ”
r =X _gay:y +27Z:Z7
matriciellement
/ 1
v 3
y | = +[ 2
2 0

et 'équation de la surface dans le repere (O'B') est
5572 — 7 + 27 =0, (18)

ol O est de coordonnées ( —% 20 ) . Cette forme ne corres-

pondant a aucune des formes du théoreme (3.2), il faut effectuer
un autre changement de variable qui est une rotation du repere

(O'B’) autour de 'axe (Ox”) en posant :

. by _|_ Z?? y77 _|_ Z??
x/l/ — .fU”, 174 — y 7Z/// — .
Y NG NG
Ainsi
o a— yn _ _Qy/// \/§ M — Qy/// n @Z///

T
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qui s’écrit matriciellement

b "

I 0 0 T
Y . g @ y"
” 0 ﬁ @ ZH/
2 2

En remplagant 7,4y, 2" dans I'équation (18), on obtient

2
2" _£ y///

5x//l2 4+ \/iy/// —0 e -

D’ou, en posant
" " "
X=x"Y=—y"Z=2",

on obtient I'équation canonique d’'un cylindre parabolique

V2

X? =Y.
5
Déterminons les coordonnées du nouveau repere dans lequel 1'é-
quation admet cette forme X? = ?Y.
x ! x” —%
y | =Py |=Ply |+P| 2
z Z 2" 0
1 0 0 2" 1
5
_pfo-v 2 )p<
V2 V2 "
0 %5 7 . !
0 0 1 L0 0 1 0 O X
_ 3 _ 4 V2 V2
505 0/ N0 ¢ /00 1/ \~2
0 0 1 —1
+1 2 -2 0 2 | =
i 3
= = 0 0



V2 V2
2 _275 27\/5 2 043
=55 5 || Y |t| 5
4 3v2 32 A 26
5 10 10 25

L’équation canonique obtenue ci-dessus est donc donnée dans le
N ——— N
repere (O10] V303 ), Ol

- 34\ _, _\/5_2\/53\/5
(53) 7 (-4257)

’l}l: ’U2:

'5'5 27 5710
(V2 2v2 32
s 27 5 710

et 'origine
43 26
01 — (O, _2_57 %) .

Exemple 4.4. Réduire la quadrique suivante sous forme
d’une somme des carrés

201%9 + 20103 — 20104 — 220973 + 20974 + 223704 — 209 — 423 — 624 +5 =10
et préciser les formules de transformation.

Solution :
1. Examinons la forme quadratique

q = 2x19 + 20173 — 20174 — 20023 + 21974 + 22324,

Appliquons la méthode de Lagrange en posant

T = 1+ Y T3 = Y3
L2 = Y1 — Y2 Ly = Y4
qui s’écrit matriciellement
X1 1 1 00 Y1 Y1
Ty 1 =100 Y2 Y2
T3 00 10 Y3 Y3
Xy 0 0 01 Y4 Y4
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La forme quadratique a donc la forme

q = 2y% — 2y3 + dyoys — 4yas + 2ysa.

Extraire le carré des membres en 1y donne

¢ = 257 — 2(y5 — 2y2y3 + 2y21) + 2Y31
= Qy% — 2(y§ + 2ya2(—ys + ya)) + 2y3y4
= %7 —2 (y% +205(—ys + ya) + (—ys + ya)*
—(—y3+ 1)) + 23y
= 2y7 — 2 (5 + 2y2(—y3 + ya) + (—y3 +31)°)
+2(—y3 + y1)” + 2y3y4
= 2y; — 2(y2 — Y3+ ya)” + 203 — 2usua + Y3) + 2ys30
= 2u; — 2(yo — Y3 + y1)” + 293 — 2y3y4 + 25
Puis, extraire le carré des membres en y3 donne
q = 2y; —2(y2 — ys +ya)” + 2(y5 — ysyu) + 2u;
2
Yo Yy Y
:293—2(92—y3+y4)2+2(%‘293 §+4 44)+2y4
ys\2 3
= Qy% — 2(y2 — y3 +?J4)2 + 2 (y3 - 5) + 292
Posons
)
21 = Y1 y = 2
71 — 3
; 2T BT ou encore ¢ V2 % 23 2 T A
23 = Y4 Ys = 2+
= Y2—Yst U | Y4 = =3
le.
U1 21 10 0 O
Us % \ 01 —% 1
Ys | oz o 01 % 0
Y4 24 00 1 0
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et la forme quadratique est
3
q =227+ 225+ 52’% — 227,

Si on pose encore

3
= \[221, U = \[222, u3z = \/;Z?n Ug = \[224

l.e.
1
21 U1 (E ? 0 0 \
0 == 0 0
“2 = T3 U2 Ofl T3 = \/i 9
z3 us 0 0 \/; 0
4 s \0 0 0 I/

La forme quadratique est

2 2 2 2
q:U1+U2+U3_U/4

et la matrice de passage est

T = T\TyT
1
L1 oo {1000\ [0 0 0
_ 1 0 % 0 0
1 -to00|]o1 L1 73
“loo1oflo1 Lo 00\@0
000 01/\00 1 0 |
\0 0 0 )
4oL 1
(v )
V2OV2 B V2
-l o & L 0
Vi
2
\ 0 0 500 )

2. Dans la nouvelle base dont la matrice de passage est T', la
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quadrique a pour équation :

2 2 2 2
uy + Uy + uz — uy +

a1 1
i V6 V2
NS T
(02— —6) [V 2 s
i us
2
L0 0 2 oo ) \w
Uy
U
:u1+u2+u3—u4 ( —V2 —vV2 =36 \[) Uj +95
Uy

ZU1+UQ+U3_’U;4 \/711/1 \/§u2_3\/EU3+\/§U4+5:O

En regroupant le membre de gauche en carrés parfaits, on obtient:

(n=30) (=) (-48) + (-3
() () (o)

+ (u4—%)2—9—0

qui se met sous la forme :

(ul—%>2+(“2 12) (“3_3\/) ( )2 1.

32 32 + 32 -

Posons enfin

1
Uy ——7= U——7=
X, = —32 Xy = —~2

1
X uz—3

Dol
IS
=~
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l.e.

et on a I’équation

Les formules de transformations sont donc

I (
X2
I3 -
Ty \
(3 %
1 1
UG
\0 0
(% 3
3 _3
— V2 V2
0 —=
Lo o

o O O W
o O Ww O
S W o O

X4+ X0+ X2 - X2 =1.

- o ouE

| |
S, ey

w o o o

N
Voo
NERC
V2 V6
0 /3

1
v
V2
0
0

N—
I

Sl

S S g

)

o ©§|H§|H

o O O w
oS O w o
S w oo
w o oo

oo o w
N oo w o

vl

o Oy w O

<ok

N—

S W o O

w O O O

— N

Exemple 4.5. Réduire la quadrique suivante sous forme

d’une somme des carrés

42 To+AT T3+-401 Ty HAT o3 AT 0T 4 H AT 34+ 304 142,411 = 0.

en précisant les formules de transformation.
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Solution :
1. Examinons la forme quadratique associée

q = 4x179 + 4123 + x4 + 42073 + d04 + 3704 + Bxi.
Regroupons les termes en x4 puis en x3 en carrés parfaits.

Sxi + dxsxy + daoxy + 4x14 + 41923 + 4123 + 41700

, 4 4 4
= 3(z] + §x3x4 + §$2£E4 + §x1x4) + 4xoxs + dx1xs + 411209
2 2 2
— 3(z% + 2x4(§5€3 - gCEQ - gxl)) + dxoxs + 4rix3 + 4129
2 2 2 2 2 2
— 3(:UZ2+ 2x4(2§x3 —|-2§$2 + §$1) + (g.’lﬁ'g + 32t §x1)2)
—3(§x3 + 55132 + ga;l)Z + 4xoxs + dxi3 + 41129
3( eyt eyt 2 )?
= 3(xy + =23+ =29 + -
44 ’ 34 ’ 24 ’ 18
—3(§x§ + §x§ + 53:% + 3%z + 3T + §x2:c1)
+4xox3 + 4123 + 4129
3( F a4 a4l )? S SR S
= 3(xy + =3+ =29+ —x1)° — =5 + —x5 + -
thaT g gt g Tyt gt
8 8 8
—§ZU3£UQ — gasgxl — gargasl + daoxs + 423 + 42129
2 2 4
= 3(xy4+ 393 + 302 + §x1)2 — g(aﬁg — X9X3 — T1X3)
1, 4, 4
——x5 — =17+ —11T
372 371 3T
3( ot S )?
= 3(xy + —23+ -T2 + -
44 53 T 52+ o
2 Iy I T2  T1.9 Ty X7 2)
= Yo — 22 _ L _r2 M2 o P2 2l
(4 2m(- T -+ (F - (- )
1, 4., 4
—5332 — gﬂfl + gxlﬂfz
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2 2

2
= 3 - Z TV D — 2202
(5174 + 3$3 + 3$2 + 3113'1) 3(1‘3 2 2 )
+1 2+ 2+2 42 42+4
- - —T1To — =5 — =X -1
3223123”2324313”
) L1.9
— 3 - - B N % O St
($4 + 35(33 + SLL’Q —+ 31’1) 3(5)33 2 2 )
—(331—332)2.

En posant

Yo = %($3—7—7)—__371_%$2+\2f

ys = V/3(z4 + §$3 + §CL’2 +371) = \/—561 + \/—ZL’Q + :1:3 + /31y

L Y41 = 21

5

on obtient
q=—Yyi — 5 + .
Exprimons 1, x9, x3, x4 en fonction de y1, y2, Y3, Y4 -

2

L1 = Y4
Ty = —Y1+ W
) T3 = —%+§y2+y4
Ty = yl—%y2+%y3—2y4

\

qui s’écrit matriciellement

1 0 0 0 1 n
x| | -1 0 0 1 Yo
XT3 B 1 g 0 1 Y3
4 1 —0 &= =2 Ya



2. Trouvons I'équation de la quadrique en y1, ¥, Y3, Ys:

yi + Y5 — s+

0 0 1 n
-1 0 0 1
Y2
+ (000 —14 — 11
( = 201 |
L =5 2/ \»n
Y1 Yo Ys Y1 \/ng \/gy?) Ya )
en regroupant en carrés parfaits, on a :
7 7
(y1 — )2+(y2+%)2—(y3+%)2+28y4
7 7
— TP (=) 4+ (=) - 11
(ﬁ) (\/g)
2 7 19 7 9
= (1 = 7) +(yz+%) —(y3+%) —2(—14y, +30) = 0
On pose donc
(21 = oy -7 (g = 47
\ 2_ V2 \ég ouencore<y2_ ? \ég
3 = Y3t Ys = == gz
| 2 = —ldys +30 = —fat+ i
qui s’écrit matriciellement
Y1 100 O 2 7
7
Yo _ 010 0 29 i _ﬁ
Y 001 0 23 —%
Ya 000 — 2y 15

et on obtient 1’équation
zf+z§—z§:2z'4
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avec les formules de transformation

_ 1 15

xl O O 0 114 Zl 7
_ _ 1 34
L2 | _ L0 0 14 <2 -
T - 1 V3 0 1 > !
3 2 21 X 114 3 197

Iy 1 ——3 % 7 Z4 7

4.2 Exercices dirigés

Exercice 4.1. Rédwire la quadrique suivante sous forme
d’une somme des carrés et préciser les formules de trans-
formation

201%o + 20103 — 20104 — 2209T3 + 20974 + 22304 — 2009 — 423 — 624 +5 =10

Solution : Vérifier que la forme quadratique a pour équation
caractéristique

(A—=1)*(A+3) =0,

qu’'une matrice de passage est

(LL_LL
V2 V6 2v3 2
11 1 1
2
V6 23 2

0 0 3

[\
)
DO —
SN——

\

et que la quadrique a pour équation
yi + Y5 +y; — 3yl — V21 — V6yy — 4V 3y + 5 = 0.

Vérifier qu’apres regroupement en carrés parfaits, I’équation cano-
nique de la quadrique est

XA+ X2+ X2 -3X:=9

o6



par rapport aux formules de transformation

T Y1 X1 ?
X2 Yo X2 @
= T =T + T 2
T3 o T X "1 23
T4 Y4 Xy 0
X1
X5 1
ol I I
Xy 3

Exercice 4.2. Réduire la quadrique suivante sous forme
d’une somme des carrés et préciser les formules de trans-
formation

A2 0o+ AT 23 HAT Ty AT 05+ 400wy + AT 334+ 30+ 14m4+11 = 0

Solution : Vérifier que les solutions de I'équation quadratique
sont 2, —7,0 et que une matrice de passage est

4L 2 1
V2 VB V21 VT

T, — 0 —=2 2 L
1 V6 V21 VT
0o 0 == 2
V2l VT

et que la quadrique a pour équation
2% 4+ 2y2 — Ty — 2v/21ys + 4Ty, — 11 = 0.

Vérifier qu’apres regroupement en carrés parfaits, I’équation cano-

nique est
2X? +2X2 —7X2 = 4V/TX,

o7



par rapport aux formules de transformation

n\ [

1
_W Xl

S
S-Sl

2
o O O

“Sl-5l-
e

=
|
o oG-
ARV

~ Sl
S
~—

Exercice 4.3. Rédwire la quadrique suivante sous forme
d’une somme des carrés et préciser les formules de trans-
formation

207 4 4wy + 4wy + 4wz + 224 + 14 =0

Solution : La forme quadratique est déja sous forme canonique.
Démontrer que 1’équation canonique de la quadrique est

X7 )
— =2
32 7

relativement au repere (0'ej es €3 €4) ol

4 4 2 2 2 1
O =(—1,—=,—=.2), & =(1,0,0,0), & =(0,—=,—= —=
( ) 37 373)7 €1 ( s Uy Uy )7 €2 ( ) 37 37 3)7
4 5 2 1 2
6—3> — ( ) 2 ( )

Exercice 4.4. Soit la surface de second degré donnée dans
un repere orthonormé

20° 4+ 3y + 4z +5=0.

Déterminer la rotation qui permet d’affirmer que cette surface
est un cylindre parabolique d’équation

X? = 2pY.

o8



Solution : Vérifier que

T 1
y | =10 -
z 0
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5 Exercices

1. Déterminer [’équation canonique de chacune des courbes
sutvantes données dans un repere orthonormé du plan ; don-
ner les formules de transformations, la nature et une repré-
sentation de chacune de ces courbes.

1. 22+ 4> + 22 — 6y + 10 = 0;

2. 922 + 4y? — 182 + Sy — 23 = 0;

3. 16y* — 922 + 32y + 54 — 209 = 0;
4. y* +2x — 2y —T7=0;

5. 22 — 6y +y> — 100 — 2y — 11 = 0;
6. 2%+ 4y? + 4oy + 62 — 3y + 15 = 0.

2. Déterminer [’équation canonique de chacune des surfaces
suivantes données dans un repere orthonormé; donner les for-
mules de transformations, la nature de chacune de ces sur-
faces.

1. 4y? — 322 4+ 4oy — 4xz + Syz = 0;

4yt —vrtyz+31+ 3y — 32 =0;

22 — 322 —4dyz — 4y +22 +5=0;

22 +y? 4+ 22 — 2xy — Az + 4y + 3 = 0;

y? + 2224 20+ 22+ 1=0;

2?4 2% + 52% + dyz + 20y + 20z — 10 = 0;

— 2% + 5y? 4+ 522 + 8yz + 2 + 12y + 242 + 36 = 0;

o A S o < B

222 + 5y? + 522 + 6yz + 4 + 16y + 162 + 10 = 0;
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9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

3. Réduire les formes quadratiques suivantes en sommes de
carrés hinéairement indépendants par la méthode de Gauss.
Trouver une base orthogonale pour chacune d’elles et écrire

4a? + 4% — 4oy — 120 — 12y — 52+ 1 = 0;
2?4+ y? 224 20y — 120 + 4y + 62 — 3 =0;
4% + 9y? — 122y + 22 + 10y + 1 = 0;

—8y? — 22 + 6y + 602 + 22 + 89 = 0;

5% + 8y? + day + 2 + 44y — 362 + 65 = 0;
—2?+ P+ 22— 2z + 20+ 3y — 52+ 1 =0;
1622 4+ 9y? — 2% — 24xy — 9z — 12y + 42 + 71 = 0;
222 + 2% + 22 — 102y + 20z — 8y + 29 = 0;
—x? + Ty? — 24yz + 22 + 120y = 0;

2?2 — 4y? — 422 + 10yz + 20+ 2y + 22+ 3 = 0;
322 4+ day + Sz + 8y — 42 = 0;

—2? — 9y% + 62y + 50z — 50y — 152 — 100 = 0.

la matrice sur cette base.

L.
2.
3.

4. Déterminer [’équation canonique de chacune des formes
quadratiques. Préciser les formules de transformation de cha-

22+ 23+ 23 — (v129 + 1173 + 2073);
2% + 15 + 2x3(71C08 A\ + T95inN), N € R;
rt — 35 — 4x5 + Ari + 2uriwa, A\ pu € R.

cune d’elles.
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= W

x% + x% + x% + :C?l + 20129 — 20124 — 27973 + 27374,
2 2 2 24 9 9 .

T] T X5+ x5+ T) + 20120 + 20324,

dax1ry — 22104 — 20003 + 4T324;

x% + x% — x% — :Ui + 22129+ 20103 — 22124 — 200973+ 2Tox4 +
23%4;

l’% + 255'% — 4223'1332 + 4$1$3.
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Annexes

schémas de quelques courbes et surfaces
du second degré
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Figure 1: Ellipse

Figure 2: Hyperboles
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Figure 3: Paraboles

Figure 4: Cylindre elliptique
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Figure 5: Ellipsoide, hyperboloide a une nappe, hyperboloide a deux
nappes, paraboloide elliptique

Figure 6: Paraboloide hyperbolique
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Figure 7: COne

Figure 8: Cylindre hyperbolique
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Figure 9: Cylindre parabolique
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